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SOLUCION DE MORRIS & THORNE
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¢(r), funcion redshift (¢(r) = 0)
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En la garganta i, = 19

b(rg) = ro,
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Para que conecte dos regiones asintéticamente planas
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FUNCION DE FORMA LINEAL

Vamos a considerar una funcién de forma con dependencia
lineal en la coordenada radial.

b(r) = Br + a,

donde a'y 3 son constantes arbitrarias. Evaluando en la
garganta
b(ro) = pro + o = ro,

encontramos que la constante a toma la forma

Oé:(l—ﬁ)ro.

Entonces la funcién de forma es dada por

b(r) = (1 = B)ro + pr,

©)
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Notamos que la distancia radial propia

T dr
I(r) = + / I ©)
[1 b
1o 1 _ Q
en la garganta siempre se satisface la relacién b'(rp) < 1. En
particular estos implica que 8 < 1 para la funcién (8).
La métrica es dada por
2
ds? = 290 _ dr — 2402, (10)

(1-5)(1-72)

debemos requerir que 3 < 1. Si la funcién redshift e2(") — cte
para r — oo, entonces el limite asint6tico para la métrica (10)
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EL DEFECTO ANGULAR
Si la funcién redshift 22 — cte para r — oo, entonces el
limite asint6tico la métrica (10) toma la forma

dr?
(1-5)
Esta métrica describe un espaciotiempo con un déficit de

angulo soélido (6 exceso). Podemos ver esto directamente
haciendo un reescalamiento,

ds? = di* — — r2dQ?, (11)

2
P =g (12)

Entonces, la métrica (11) toma la forma

ds*> = dt* — do* — (1 — B) 0d2. (13)
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EL DEFECTO ANGULAR

ds* = dt* — do* — (1 — B) *dQ2. (14)

Esta forma de la métrica muestra explicitamente la presencia de
un

» Déficit de angulo s6lido para 0 < 5 < 1 (geometria que
conecta dos regiones asimptéticamente no planas),
ro — 09,

» un exceso de dngulo sélido para 8 < 0, 79 — "yax-

» Para $ = 0, obtenemos la métrica de Minkowski.

Diagramas de embebimiento para distintos valores del
parametro 3

dar?
1-5)(1-72)

ds® = 2202 — —r2dQ3, (15)
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LAS GEODESICAS

Estudiaremos el comportamiento de las geodésicas para
distintos valores del pardmetro 3

_ L s L o afp, w2p:2
E_E e t—l_ih(r)r —r (9 =+ sin 0(70) s (16)
r
El momemto conjugado y la ecuacién de movimiento,

oL

= — 17
oL

- = 18

q aq 0 (18)

Las constantes de movimento para este lagragiano

considerando una particula confinada en el plano 0 = 7/2,
oL

= =E

m == =
Y

(19)
(20)
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Hw_—gg =r’p=L (21)
Volviendo al lagragiano
2L =1t %2 2o (22)
== —ry
(1-8)1-%)
52
E? - d Ly (23)

G-pi-% 7
Donde, h = 1 para las geodésicas tipo tiempo y h = 0 para

geodésicas nulas.

2 L
i-Hi-5 7

E>=h+ (24)
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GEODESICAS CON L =0

Consideramos geodésicas tipo tiempo, con L = 0y las
condiciones iniciales (¢;,7;),
2
E2=1+ % (25)
T
1-8)(1-2)

Y utilizando 24 obtenemos

-
+ 1_&012:1’ (26)

T

Notamos que, una particula que parte con v; > 0 en el infinito
tiende a una velocidad maxima v,y = —==2 —.

-
Si la particula parte del reposo, v; = 0, entonces # = 0 y
r = r(7) = cte, la particula se mantiene en reposo en la posicién
inicial 7;.
Necesitamos una velocidad inicial v; # 0 para que la particula
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GEODESICAS RADIALES

Necesitamos una velocidad inicial v; # 0 para que la particula
caiga hacia la garganta.

De la Ec.26 notamos que las geodésicas tipo tiempo parten de
r; > 19 con una velociadad inicial v; # 0, llegando a la garganta
con una velocidad cero (r = ry).

Ademads notamos a partir de Ec.25,E > 1.ConE =1, la
particula queda en reposo.

Otra caracteristica de esta configuracion, es que es repulsiva en
todas partes. Esto viene de derivar la Ec.26,

2 _ _
i (E 1)2;1 AP 27)
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GEODESICAS RADIALES

Esta expresion se puede asociar a una pseudo ley de Newton,

!
1 8Veﬁr

T T o

(28)

Esto es vélido solo para particulas que se mueven radialmente.
Para ver el comportamiento de las geodésicas tipo tiempo,
resolvemos la Ec. 26

1_"
T(r) = iin‘ ! (2\/1’2 —ror +1rpln (%) +r+r?— 1’01’) +C
| (29)
Esta Ec. muestra dos ramas de soluciones para r(7). Por un lado
geodésicas que se alejan alcanzando el infinito y geodésicas que
llegan a la garganta con velocidad cero.
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r(7)

La posicién inicial es r; = 4.
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GEODESICAS CON L # 0

De la Ec.24 consideramos L # 0, h = 1 y las condiciones
iniciales para la posicién (7;, ¢;), velocidad radial 7 y velocidad
angular ¢, entonces

L
E?=1+ ! + (30)
rl

reemplazando

(#G -3 € Do -2 o

Notamos que el pardmetro 3 si influye las trayectorias de las
geodésicas no circulares.
Las geodésica circulares ocurren cuando g—; =0.




INTRODUCCION Funcion de forma lineal Estudio de las geodésicas
o
|

GEODESICAS CON L # 0

La aceleracién para i es dada por

. 1o LZ

P=1-8)(1-7) 5 (32)
Esto implica que 7 > 0 y anula en r = rp, entonces las
geodésicas circulares existen solo en la garganta. Para cualquier
otra posicién r > ry una particula de prueba es acelerada hacia
la direccién r positiva.
La Ec.31 muestra que una particula de prueba tiene una
velocidad ceroenr =gy en

1/2

1 v?
Tzero = + L >0 (33)

2
74 2 "o
Si se satisface 74050 > 79, €l radio 7., representa a una geodésica

que comenza en r; > 1y con velocidad v; < 0y v,; # 0 que es un
punto de retorno.
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GEODESICAS CON L # 0

Esto implica que las geodésicas tipo tiempo no cruzan la
garganta.

Algo mas que podemos notar de la Ec.31, es que existe un
limite de velocidad para una particula que se aleja del agujero
de gusano,

2a-p @\
Olimit = + < 7"2 + 1 _l 70) (34)

1 T
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Comportamiento de la velocidad radial

o(r)

T2
\
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GEODESICAS CON L # 0
El efecto del pardmetro 3 sobre la geometria y con v; = 0 se
muestra en la siguiente figura,

s
2
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Ahora con una velocidad v; # 0,

™
2
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;HAY GEODESICAS QUE CRUZAN LA GARGANTA?

Haremos un reescalamiento en la coordenada radial
dl = + ar
(1-5)(

Entonces

35
-9 )

24/r(r —rp) +r01n<
I(r) ==+

—%ro—i—r—i-w /r(r—ro)>
7‘0/2

21 -0
que nos lleva a la siguiente Ec,

(36)

(37)




INTRODUCCION
[©]
:

Funcién de forma lineal

Estudio de las geodésicas

Para encontrar el punto de retorno, utilizamos la codicién I = 0
y nos lleva a la condicién

Tzero (l ) — L

> T
B—1
En general | tendra una forma

(38)

L
Lero = £4|F (Ez_lﬂ’o>

(39)
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Aqui tenemos dos casos interesantes:

L
F{—=—=—=.10)>0 40
< o] 0> (40)
Leero €5 real yrepresenta un punto de retorno.
Por otro lado,
L
F{—=—=—=.10) <0 41
(e o

En este caso las geodésicas cruzarian la garganta.
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GEODESICAS QUE CRUZAN LA GARGANTA

Para encontrar valores de ., reemplazamos
Tzero(l) = \/T > rp en la expresion de I(r)

1 2 roL 2L 2 2 roL "

Izem:iz o5 2 E2—17m+r01n 71+r0\/E2771+% Ez—li\/ﬁ (42)
Tendremos un punto de retorno si,

L2 TOL
- >0 43
E2 _1 2 _1 ( )
2L, 2 12 roL
roVEZ—1 E2-1 E2_1

Luego, si estas codiciones no se satisfacen, el punto de retorno
no existe y una particula que sigue una geodésica cruza la
garganta del agujero de gusano.

>1 (44)
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Gradias....
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