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Gravedad de Lanczos-Lovelock

El Lagrangiano mads general para gravedad en D dimensiones
construido sobre los mismo principios que Relatividad General
es dado por el Lagrangiano de Lanczos-Lovelock (LL)

[D/2]

S = / Y &L,
p=0
L:(P) — €a1a2...aDRma2 . Razpﬂazpeazwl . eﬂD

donde R’ = dw™ 4 ww es la 2-forma curvatura de Riemann.
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Gravedad de Lanczos-Lovelock

Construccion

La D-forma més general que satisface las siguientes
condiciones:

@ L debe ser Invariante bajo transformaciones locales de
Lorentz.
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Gravedad de Lanczos-Lovelock

Construccion

La D-forma més general que satisface las siguientes
condiciones:

@ L debe ser Invariante bajo transformaciones locales de
Lorentz.

@ L es construido a partir de €, w™, sus derivadas exteriores
y productos de ellos.
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Gravedad de Lanczos-Lovelock

Una eleccion especial de los coeficientes &,’s puede hacerse en
dimensiones impares:

o (=sgn(A)P (B Lo 1
Ap = (D —2p) ¢D—2p p ko y &= Dng

Con estos coeficientes, el Lagrangiano LL es una D-forma
Chern-Simons (CS)

Lagrangiano CS en D=2n+1

n 2(p—n)—1

n
- R™Ma2  R%p-1%2pfp+1  plontl
:02(1’1—}7)—|—1 <P>

Lcs = keayay-ayiq
P
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Gravedad Pure Lovelock

Una nueva forma de fijar las constantes conduce a un caso
particular de la gravedad de LL conocido como teoria Pure
Lovelock (PL) de la gravedad

5 :/(a0£0+apc,,),

Lo = e€ngy.apete?... &P,
Ly = €nay.apRM™ . R0l | D,
= _2Ak (F1)P«
D! D(D—2p— 1)1
n =
P (D-2p)!

R.G. Cai, N. Ohta, Phys. Rev. D 74 (2006)
N. Dadhich, .M. Pons, K. Prabhu, Gen. Rel. Grav. 45 1131 (2013)
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Gravedad Pure Lovelock

La version supersimétrica de la teoria de Lovelock es desconocida.

La Tarea no es trivial debido a la falta de claridad en que términos
deben ser considerados para asegurar la invariancia bajo
transformaciones supersimétricas.

EsuperPL _ 2,?

No obstante, si se pudiese obtener la accién PL como un limite de
una teorfa CS para una simetria especial, esto podria ser generalizado
para encontrar el super PL.
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Extension
supersimétrica
Gravedad CS |:> Supergravedad CS
Limite éLimite?
é?

Accion PL |:> Super PL
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Algebras €, y S-expansion
.

¢Porqué las algebras ¢,,?

Nuestro objetivo requiere encontrar la simetria bajo la cual el término
cosmolégico y el término deseado de Lovelock terminen en un
sector del tensor invariante mientras que los términos no deseados,
en otro sector.

S= /"‘ (Lo + Lp) + BLazpro

Las simetrias que ofrecen dicha propiedad se originan del algebra
s0(D—1,2)®so(D—1,1),la cual ademds de tener a {J;, P, }
contiene a un nuevo generador no abeliano Z,.

[Pﬂlpb] =Zuy

El método de S-expansién permite generalizar dicha dlgebra a una
familia de dlgebras tipo Maxwell que denotaremos &, (conocidas
también como AdS-L,,).

P.K. Concha, R. Durka, N. Merino, E.K. Rodriguez, arXiv:1601.06443 [hep-th]
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Algebras ¢, y S-expansién

El método de S-expansioén consiste en combinar las constantes de
estructura de un(a) (super)algebra de Lie g con la ley de
multiplicacién de un semigrupo S conduciendo a una nueva
(super)algebra de Lie &.

Definicion

Sea S = {A;} un semigrupo abeliano y g un(a) (super)algebra de Lie.
El algebra de Lie & definido por ® = S X g es llamado (super)dlgebra
S-expandida de g.

— P~ C
[Tianr Te.p)] = Kef 5T ()

donde T4 4) = AaTa.

F. Izaurieta, E. Rodriguez, P. Salgado, J. Math. Phys. 47 (2006)
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Algebras ¢, y S-expansién

Antes de aplicar el procedimiento de S-expansién para encontrar las
dlgebras ¢, desde AdS es necesario primero descomponer el dlgebra
original g en subespacios,

so(D—1,2)

—s0(D—-1,2)=so(D—1,1) @ 22— <)
g=s0(D—1,2) =s0( )® D=1

=Vo® V1

Algebra AdS

Uubjcd] = chfud - ﬂacfbd - ﬂbdfac + ﬂadfhc,
Uab: Pe] = 115cPa = 4Py, [Pa, Py] = Jab,

Vo, Vo] C Vo, [Vo, Vil C Vi, [Vh, V1] CVp J
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Algebras ¢ y S-expansion

Consideremos 5(3) = {Ag, A1, A2, As
M

_ )\,H/g, sia + B <3,
M‘ﬁ_{ Aaips, Sia+p>3,

y sea la descomposicién en subconjuntos 51(\?1) = 59U S, donde
SO = {)\0, Az} y Sl = {)\1,)\3} tal que
SO'S()CSO, SO'S1C51, 51'51C50

Decimos que &g = Wy & W es una subalgebra resonante de 51(\/31) X g

Wo = (So % Vo) = {Ao, A2} X {Jap} = {AoJaps AoJan } &
W1 = (Sl X V1) = {)\1,/\3} X {Pa} = {Alpﬂ,/\gpa} .
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Algebras ¢, y S-expansién

La nueva algebra obtenida mediante S-expansién corresponde
al algebra €5 y es generada por el conjunto {/.s, Zsp, Pa, Ra }

3 14
Sy-expansion resonante

A R,
)\2 Zub
M %
Ao ] ab

7 ab 2 a
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Algebras ¢, y S-expansién

Algebra €5

[Pa,Po] = Zap,  Uavs Pe] = 11ycPa — 1,.Pp,

UabJed] = MocJad = Hacloa + Haglve = Npalac,
Uub Z d] 77bc ad — Waczbd + ﬂadzbc - thZaC ’
(Zab,Zcd) = MycJad — Naeba + Naalbe — Mpalac,
[Ra, Ro] = Zap,  [Zav, Pc] = 1ycRa — 1, Ry,
[Ra,Po] = Jav,  UabRe] = 11, Ra — 11,.Rp,
(Zap, Rc] — NacPs -
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Algebras ¢, y S-expansién

El dlgebra €, es obtenida usando S](\;I"_z) ={Ao, M,..., Ap—2} como
semigrupo
_ )\a_;'_}g, sian+B<m—-2,
AaAﬁ B { /\“JF‘B,(m,l), Siﬂé+ﬁ >m-—2,

y con la siguiente decomposicién resonante SJ(\ZFZ) =50USq

So = {Aai}, withi:o,,,,,mT—f’,

S1={Min1}, withi:O,..,,mT_?’.

La nueva élgebra obtenida es generada por el conjunto {]ﬂbl(i), Py i) }

cuyos generadores estan relacionados a los de so (D — 1,2) a través de

JavGy = Moilab
P,y = As1Pa
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Algebras ¢, y S-expansién

Algebra [

[]ub,(i)/]cd,(j)] = Moclad,(i+7) mod (52 ) ~ Maclp (i-+7) mod (52

)
F Maalye (i) mod (251 ) ~ Mol (i) mod (52 ) »
[]ub,(i)zpa,(j)] = MoePo, (i) mod (51 ) ~ Maclb (i) mod (51 ) #

[Pa,a‘)rp b/(f)] = Jab 41y moa (51 -

v

Es posible mostrar que las tinicas componentes no nulas de un tensor
invariante en D = 2n + 1 para el dlgebra ¢, vienen dadas por
21’1
<]a1az,(i1) o .]a2n—1a2nl(i”)Pa2n+1r(in+1)> 1 1 (72,+15 (i1, i2,eeein 1) €012 02011 1
donde las constantes ¢”’s son arbitrarias y donde
m—1

jlivio, . ing1) = (i1 +i2 + -+ +iy1) mod <2>

P.K. Concha, R. Durka, C. Inostroza, N. Merino, E.K. Rodriguez, arXiv:1603.09424.[hep-th]
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Gravedad CSy accion PLen D =5

5D 2, 3,3 3 5
12 :k/<A(dA) +SA%A+ A >
donde (...) representa el tensor invariante para un dlgebra dada.
Interesantemente, el tensor invariante para el dlgebra €, separa los
términos gravitacionales en distintos sectores de la acciéon
proporcional a constantes arbitrarias ¢.

(%] 03 05 000 Om
€3 | RRe, Reee, eceee
&4 | RRe, Reee, eeeee

s RRe, eeece Reee
(U3 RRe, eeeee Reee
&y RRe Reee | eeeee

(1 RRe Reee | eeeee | --- | Extra fields
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Gravedad CSy accion PLen D =5

1 1 1 1
A= Ewab]ab + Zeap“ + Ekﬂbzab + Zh”Ra

Usando las propiedades de la S-expansidn, es posible mostrar que

4 4
(JabJcaPe) = 35 1€abede s {JavJeaZe) = §4U3€ubcde/

<]abzcdze> = §4Ul€abcd6/ <]abzcdpe> = 35-3€uhcder
(ZapZcaPe) = 501€apcde s (ZavZcaZe) = 503€abcde s

Luego, considerando la 1-forma conexién A y las componentes del
tensor invariante en la expresiéon general de la accién CS en 5D

]_ ~
s =k for [ (GRURE + gt ) 4 21 k)

2 ~
+03 [eubcde (wRﬂbeCede"> + L3 (w,e, k,h)}

donde R = dw™ + ww®.
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Gravedad CSy accion PLen D =5

L1 = €apede (%Rﬂbk;kf‘* + %k’}kﬂ’kcgkgd + E%h“hbeced + %Sh“hbhchd + %Dk”kaCd
—l—leﬂbeCed + 3R"bhced + gk“ KPhced + EDk"bhchd e
303 3 B! 3
2 2
+ €apede <ZDkﬂbRcd + ZDk”b fkfd R“bhchd 3k‘}kﬂ’hchd) e

1 2 2
L3 = €gpede (3 70 k”}kﬂ’e E—Sh”ebeced + 7 h”hbhfed + —3Dk”bhced + E—BR“hhchd

2 d bped | 2 yabre fd byopd
+—3k”}kfbhch +7Dk“ R + 2Dk kK™ ) ¢ + €apede : gsh“h hh

%Dk‘”’hchd gR”bRCd %Rﬂbk;kfd + %k‘}kfhk?kfd + ZDk‘”’Dkf‘i) K.
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Gravedad CSy accion PLen D =5

Imponiendo 03 = 0 y una configuracién libre de materia (k”b =h" = 0) ,la
accién queda

1 1
PP = k/aleubcde (ZR”bRCdeE + 5%e”ehecedee) ,

la cual parece tener la estructura del maximal PL (p = 2).

Sin embargo, los signos no coinciden. Las constantes PL satisfacen para
D=5yp=2
1

504
1 1
Bb = K/eabcdg <ZR“bRCdee — %e"ebecedee>

Considerar el dlgebra dS tampoco solucionaria el problema puesto que la
accion CS para dS en 5D viene dada por

) =K Yy &)= — K

L

de modo que independiente del algebra original, el término cosmolégico y el
término mas alto en curvatura siempre tendran el mismo signo.

ISSD-CS = K/etlede <*RabR6d€e - @Rabecedee + %eﬂehecedee> ,
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Gravedad CSy accion PLen D =5

Sea la 1-forma conexién para €y

1 1,0
A= @O + 5Py
con i =0,1,2 y donde la conexién de spin y el vielbein vienen definidos
como w? = w™(0) y e = ¢(0) respectivamente. Es posible mostrar que las
componentes del tensor invariante para ¢; vienen dadas por

4
<]ab,(q)]cd,(r)Pe,(s)> = 50'2u+15;'[(q,r/5)€ahcde
dondej(g,7,s) = (4 +r+s)mod (3).

2

5D _

Ig,.cs = k/ Y ooiv1Loit1,
i—0

3 26
Loi41 = €apede ( (q(’ ) RAb.(q )Rcd,(r)e(s) + ](‘;Z;rull) Rab,(q)ec,(r)ed,(s)ee,(u)

o
H(@rs0.2) a,(q) b,(r) () (1) e,(0)
+ 505 e VeerPet e
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Gravedad CSy accion PLen D =5

Separando los términos puramente gravitacional (w,e) de aquellos

conteniendo campos extra (w(i>,e<i) coni # 0) tenemos

Ig)cs :k/‘fl [eabcde (%R“”Rme"’> + £ (w@,e(/))}

+03 [eubcde <iR”becede"> + L (w(i),e(/')ﬂ

303
+ 05 | €abede (%E“ebefedeﬂ + L5 (w“),e(f))} :
Imponiendo 03 = 0y 05 = —07y, el limite w(#0) = ¢(i#0) = 0 conduce al

accion del maximal Pure Lovelock (p = 2)

1 1
I8 p = k./ 01 €abede (ZR”bRCdee - %e”ebefedee> .
Otra eleccién no trivial de las constantes es considerar o3 = 0y 03 = 5. Esta
eleccién permite obtener la accién de Pure Lovelock para p = 1. De esta
forma, hemos mostrado que la accién PL de orden p arbitrario en 5D puede
ser obtenida desde un accién CS invariante bajo €.
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Gravedad CSy accion PLen D =5

A pesar de obtener la accién de PL en 5 dimensiones, el limite en la dindmica
no conduce a la dindmica de PL. En efecto, considerando 03 = 0,05 = —01y
una configuracién libre de materia, las ecuaciones de campo vienen dadas

por
1
(RabRcd _ ﬁeaebeced> (566,
0 = €abede <£Rab€ced - %e"ebeceo she),

RO Red _ E%Rabeced> 5he,(2)’

0 = €gpede (R”dT" - %ze‘edTe) skb2)

La solucién debe satisfacer simultaneamente las ecuaciones de maximal PL
(p = 2) y otras ecuaciones inusuales. Notemos sin embargo que la presencia
de campos adicionales conducen gratuitamente a 7% = 0.
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Gravedad CSy accion PLen D =7

4 4
Cs—k/< S+ A3(dA) +5A(dA)A2(dA)+2A5dA+7A7>

Las simetrias ¢;; permiten separar los términos gravitacionales en distintos
sectores.

01 03 05 o7

¢3, &4 | RRRe, RReee,
Reeeee, eeceeee

Cs5, € | RRRe, Reeeee | RReee, eeceeee

¢y, € | RRRe, eeeecee RReee Reeeee

Cin>9 RRRe RReee Reeeee | eceeeee
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Gravedad CSy accion PLen D =7

. 1 . o
Ig)cs = k_/ 01 | Eabedefy <7RabRC’}1Ref@‘g + ﬁe"ebe ¢ e"efeg> (a)(’),e@)]
+ 03 |:€abgdefg (Z3 R Red Lefeg> YA ((U(i),e(j)>:|

+ 05 [eahcdefg (5/5 R%ece e‘e&x") +Ls (w(i),e(j)ﬂ ,

con i,j = 0,1,2.Notemos que el términos proporcional a o7 contiene al

maximal PL y a términos conteniendo nuevos campos (w(i#o), e(i#o)).

Imponiendo 03 = 05 = 0 y considerando una configuracién libre de materia
(w(#o) = (i#0) = 0), la accién reproduce el maximal PL (p = 3):

1 o =k / 01 €abcdefy (%R”bRCdRefeg + 72 eelecedete eg>

A diferencia del caso en 5 dimensiones, los términos del maximal PL para
D = 7 tienen el mismo signo.
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Gravedad CSy accion PLen D =7

1 - N
Iélgj-CS =k / 01 | €abdefy (zRubRCdRefeg> + L4 (w(l),e(/)>:|
1 N N
+03 {euhcdﬁ,fg (e—SR“bRCde”efeé’) A (w@,eo))}
+ 05 {eﬂbcdefg (555 Rabe e Eeéfeg> (w(l),e(])>:|

Eabedefy (7” e”ebecedeeef@f> + L7 (w(i),e(j)ﬂ )

coni,j=0,1,2,3. Cada orden p del PL puede ser obtenido después de
imponer las siguientes condiciones:

+ 07

p:1: 171:0'3:0, 05 =07,
p:2: (7120'520, —03 =07,
p:32 0'3205:0, 01 =0y.

Otras elecciones no triviales de los ¢’s conducen a otras interesantes teorias
de gravedad. Por ejemplo, 05 = 01 0 05 = 03 conducen a acciones del tipo
EH + LL.

S. Deser, J. Franklin, Class. Quant. Grav. 29 (2012) 072001
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Generalizacién a dimensiones mayores

Las constantes del accién PL satisfacen

#K N = — (:Fl)p K
(D —2p)! Yy 0T DD 1w

Oép:

Luego, ambos términos tendran el mismo signo solo para valores impares de
p. Estoimplica queen D = 3,7,11,...,4k — 1, el maximal PL no presenta
signos distintos. De esta forma, podemos generalizar nuestros resultados de
la siguiente manera:

@ Para D = 4k — 1, el dlgebra mds pequena de la familia &, que
permite obtener maximal PL (p = 2k — 1) es dado por €p,
mientras que cualquier otro ordenp =1,...,2k —2 del PL

requiere del uso de €p.

@ Para D # 4k — 1, el dlgebra mas pequefia de la familia ¢, que
permite obtener el PL de orden arbitrariop =1, ..., % es dado
por Cpo.

P.K. Concha, R. Durka, C. Inostroza, N. Merino, E.K. Rodriguez, arXiv:1603.09424 [hep-th]
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Conclusion

Conclusion

Hemos mostrado que la accién Pure Lovelock de orden p puede ser obtenida
como un limite de la teoria Chern-Simons de gravedad haciendo uso de las
algebras ¢,

No obstante, hemos encontrado dificultades en el limite de la dindmica
debido a la presencia de ecuaciones de campo adicionales. Interesantemente,
los nuevos campos entregan explicitamente la condicién libre de torsién, la
cual seguramente tendré ttiles consecuencias al momento de estudiar
posibles versiones supersimétricas de la teorfa PL.

Ademas el procedimiento usado aqui, permitio también relacionar las teorias
CS con otras teorfas de gravedad. Esto podria ser util en la busqueda de
alguna relacién entre supergravedad estandar y teorias CS de supergravedad
para alguna simetrfa especial.
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Conclusion

IDcs =k / o1 [eabcdeéRabRCdee + L4 (w, e,k(l),h(l),k(z),h(z)”

2 -
tos [eubcdewmbecedee + £a (e, k0,10, K9, M)]

1 <
+05 [eubcdee_)ﬁe”ebecedeg + L5 (w, e, kU p(1) (2 h(z))] )
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5 4 b e (D) 400,260 8d,(2) 1 2 pab,(1) ped,(2) 1 2 pabye,(1)3,d,(1
R (ZRE KO 4 SO st 1 2 RebRe <>+73Ra e ()
+£Rab,(1)h5,<1)ed+ 2 pab,(1) e (2) . (2) n iRab,(Z)eced_‘_lha,(l)ebeced

23 3 303 05

+leha,(l)hb,(l)hc,(l)hd,(l) +E%ha,<z>hb,(z)eced+E%ha,(l)hb,(l)hc,(z)ed
4 1)6,2)102)1d,2) | e 2 habped,2) 1 L pab,(1) ped,(1) 1 4 pab(2)16(1) 14d,(2)
+ o H VORI ) & 1 €y, ( SRORHE) + S ROVREAWD 1 7R 2Dt
2 6 2
2 pab@pepam) 4 6 2
*3m te I
1

+ghn,(z)hb/(z)hc/(l)hd,(l)) 1+ e (ZRabRcd,(l) n ZRab,(z)Rm,m 4 AR () (2)

Rﬂb'<2)hc’<2)ed+ Rb,(1) e, (1) i (2) + %Rabhc,(z)hd,(z)

¢
Al l 14 8

+£Rubeced+ E%Rabhc,(l)hd,(z) " %Rab,(l)hc,(l)hd,(l) n 6 Rab(2)5,6,(1) 4t

I A

" % R e 2)pd(2) | 5%,1&(2)hh,(z)hc,(z)hd,(z)) pe2)
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B3 = copne <%RabRcd/(l) " %Rab/(Z)Rcd,(z) " %Rab/(l)kié(l)kgd/(z) n %Rnbhc/(l)hd,(z)

2 b, d, 2 b, . b, 3 b,(2) ye,(2) 1,4,(2

£3Rﬂ()hﬂ()h() K3Rﬂ()hﬂ()e gsRa()hc()e €3Rﬂ()hﬂ()h()

2 ﬂ( ) b( ) 1 ( ) b C d ﬂ( ) b/<2) C/(z) d/<2) — ”/(1> b!(z) C!(1> d/(l)
+£5h h +55h eee +/h h SRS +€5h WS h

+% D pb2) e 2) e‘i) € + Eapete <% RARed % R(Re(2) % Rabkié(l) rore)

2
+ﬁRubhc ,(1 )hd,(l) +

7hu( It e pd (1) é%hﬂ/(Z)hh,(Z)hc,(Z)hd,(l)) e

2 2

= Rab (D) e (2) () 4 = R e (1) j2,(2)

5(5

4

2 1 2
+ €abede (?RﬂbRCd,(Z) 4 ZRﬂb,(l)RCd,(l) 4 Z

Rab,(z)kié(l)kgd,(z) + ERah,(Z)hc,(l)hd,(l)

+££3Ral7,(l)hc,(l)hd,(2) n %Rabhc,(z)hd,(z)> he2)
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Fs = enpeie ( % RMRAE2) | % R ReA () | % Rab,(2) k”é“) K2 g% Rab1e(2) i, (2)
+iRab,(1)Ec€d+ERab,(Z)hE,(l)hd,(l) 2 a2 e@) g8 4 2 e (1) () e 1) o
303 Ve +€73 6+ﬁh’ W\ pe e

2 4
+Eha’(2>hb’(2)hc’(2)€d + Eha,(l)hb,(Z)eced + E%h“'(l)hb'a)hC'<2)hd'(1>) o

+ Eabede (gRabRcd,(l) + %Rab,(Z)Rcd,(Z) + éRab,(l)kfé(l)kgd,(Z) + ERnbEced
l 8 03

12
2 Labye(1)3d,(2) 1 0 pab(1)1e2),d o 2 pab(1) () pd (1) | 2 pab(2
+ RO - RO et 4 Z Rt 4 2 R D@yt )
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