Cosmo Conce
2015

Una accién para gravedad Chern-Simons
en cuatro dimensiones

P. Salgado
Grupo de Gravitacién y Cosmologia
Departamento de Fisica
Universidad de Concepcién
Marzo 2015

(Universidad de Concepcion) Cosmo Conce 2015 26/03/2015 1/ 45



Presentacion

Motivacién

Gravitaciéon como teoria de gauge

Teoria de gauge extendida

Formas tipo Chern-Simons en dimensiones pares
Formas de transgresiéon en dimensiones pares
Teorema de Chern-Weil generalizado

Algebras diferenciales libres y formas compuestas
Algebras diferenciales libres (FDA)

Formalimo de D'Auria-Fre

Formas de Chern-Simons-Savvidy para el dlgebra de Maxwell
Gravedad Chern-Simons en D =4

(Universidad de Concepcion) Cosmo Conce 2015



Motivacién

@ Teoria de cuerdas — Predicen campos de gauge tensoriales.

@ Limite de bajas energias — Estados sin masa pueden ser
identificados como quanta de Yang-Mills.

@ Supergravedad en D = 10,11 «+— Campos tensoriales de gauge
anti-simétricos.
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Motivacién

Ejemplos:

a) Particula cargada en un potencial electromagnético
(a) g g
Sem = dx' A, — = [ P F1
EM = —(q XU Ap — 2 XFuy .

@ Simetria de gauge

A;l(x) =Au(x) +0ue(x) — F;:V(x) = Fuu(x)

donde
FW(X) = 90,A, (x) — 0y Ay (x).
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Motivacién

(b) Campo de Kalb-Ramond «—— Campo tensorial antisimétrico
de dos indices.

@ Cuerda en el campo de Kalb-Ramond:

1
Sk = = [ e dx' By — 15 [ dPxthup ™.
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Motivacién

(b) Campo de Kalb-Ramond «—— Campo tensorial antisimétrico
de dos indices.

@ Cuerda en el campo de Kalb-Ramond:

1
Sk = = [ e dx' By — 15 [ dPxthup ™.
@ Simetria de gauge

0By (x) = 0y (x) — dveyu(x) — Hyp = Hup

donde
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Motivacién

(b) Campo de Kalb-Ramond «—— Campo tensorial antisimétrico
de dos indices.

@ Cuerda en el campo de Kalb-Ramond:

1
Sk = = [ e dx' By — 15 [ dPxthup ™.
@ Simetria de gauge

0By (x) = 0y (x) — dveyu(x) — Hyp = Hup

donde

@ Esto motiva estudiar una teoria de campos para un campo tensorial
de gauge antisimétrico sin masa, del tipo By, que generalice las
simetrias de Yang-Mills.
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Motivacién

En el dltimo tiempo han sido llevadas a cabo investigaciones en esta
direccion. Ver por ejemplo:

e G. Sawvidy, Int. J. Mod. Phys. A 21 (2006) 4931-4977.

e G. Sawvidy, Phys. Lett. B 625 (2005) 341.

e S. Konitopoulos and G. Sawvidy, J. Phys. A 41 (2008) 355402.
e J. Barrett and G. Savvidy, Phys. Lett. B 652 (2007) 141-145.

o S. Guttenberg and G. Savvidy, Mod. Phys. Lett. A 23 (2008) 999.
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Gravitaciéon como teoria de gauge

@ Una posible manera de encontrar una teorfa de gauge para gravedad
es construyendo una accion basada en formas de Chern-Simons.

@ Durante las dltimas décadas han sido construidas acciones basadas en
formas de Chern-Simons o en formas de Transgresién. Sin embargo
esto es posible sélo en dimensiones impares.
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Teoria de gauge extendida

e G. Sawvidy, Phys. Lett. B 694 (2010) 65 — invariantes topoldgicos
en cinco dimensiones — forma invariante de gauge independiente de
la métrica «+— andlogo cuadridimensional de la forma Chern-Simons.

@ |. Antoniadis, G. Sawvidy, Eur. Phys. J. C 72 (2012) 2140; In. J.
Mod. Phys. A 29 (2014) 1450027; S. Konitopoulos an G. Savvidy, J.
Math. Phys. 55 (2014)06234 — mayores dimensiones.
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Teoria de gauge extendida

Campos de gauge y sus curvaturas:

A= Audxt = A5 T,dx", B = A3, T,dx!dx",
F = Fudx'dx’, H = Fyyadx"dx"dx*,
donde
F = dA+ A%, H= DB =dB+ A B]. (1)

satisfacen las siguientes identidades de Bianchi,

DF =0, DH + [B, F] = 0. (2)
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Teoria de gauge extendida

Las variaciones infinitesimales de los campos de gauge y de sus
correspondientes curvaturas vienen dadas por,

6A = D§,, 5F = D(5A) = [F, &)
5B = DE, + [B. &), 6H = D(6B) + [6A, B],

donde &y = ¢°T, y & = &, Tadx" son 0-formas y 1-formas pardmetros de
gauge respectivamente.
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Formas tipo Chern-Simons en dimensiones pares

G. Sawvidy, Phys. Lett. B 694 (2010) 65
!

I' = (FH) «— Invariante topolégico en 4 + 1 dimensiones

I. Antoniadis, G. Savvidy, Eur. Phys. J. C 72 (2012) 2140
In. J. Mod. Phys. A 29 (2014) 1450027
S. Konitopoulos, G. Savvidy, J. Math. Phys. 55 (2014)06234]
!

I'2p+3 = (F"H) «— Invariante topolégico en 2n + 3 dimensiones

!

es una forma cerrada (andloga al invariante de
Chern-Pontrjagin Papi0=(F"))
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Formas tipo Chern-Simons en dimensiones pares

@ El lema de Poincaré — I'p,13 = dC,%gjz.

° C,2725+2 se obtiene de manera andloga al caso de las de formas de

Chern-Simons en D impar.
@ Puesto que
O0F = D(5A), 6H = D(é6B)+ [6A B],
se encuentra

6Tap43 = (F"H)
= (6FF" *H+ -+ F""'6FH + F"SH)
= d(6AF" 'H+ ...+ F""15AH + F"5B).

(Universidad de Concepcion) Cosmo Conce 2015 26/03/2015



Formas tipo Chern-Simons en dimensiones pares

@ Parametrizando los campos de gauge y sus curvaturas como,

Ar =tA,  Fr = tF+ (12 — t)A? = tdA + t° A%,
B: =tB, H;=tH+ (t> —t)[A B] = tdB + t’[A, B].

se encuentra que la (2n + 2)-forma Chern-Simons-Savvidy es dada por

1
C/2125+2 (A B) = /0 dt <(AFtnil + FtAFtn*2 4+ .4 FtnflA) H,

+F/B). (3)
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Formas tipo Chern-Simons en dimensiones pares

@ Para n =1 se encuentra,
1
4 :/O dt(AFs, + F.B) = (FB). 4)

@ Por lo tanto la accién de Chern-Simons-Savvidy en cuatro
dimensiones es dada por,

s(aB) = [ (FB), ©)

M4

la cual es invariante, modulo termino de borde, bajo las
transformaciones 6F = [F, ¢,y 0B = D¢y + [B, &yl
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Formas de transgresién en dimensiones pares

Consideremos las siguientes cantidades:

@ Dos 1-forma conexién A; y Ag evaluadas sobre un dlgebra de Lie,
cuyas curvaturas son dadas por,

Fi=dA + A, Fo=dA + Al

@ Dos 2-forma By y By también evaluadas sobre el dlgebra de Lie con
sus correspondientes “curvaturas”,

Hy = dBy + [A1, B1], Ho = dBy + [Ao, Bo].
@ Definimos

O = A—-A, =B -5, (6)
At = A() + t@, Bt - BO + t@ (7)
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Formas de transgresién en dimensiones pares

Las correspondientes curvaturas

Fo = dA; + A%, (8)
Ht = DtBt - dBt + [Aty Bt]y (9)

satisfacen las condiciones

d
= F, = DO,

dt t — t

d

H =D+ (0,B].
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Teorema de Chern-Weil generalizado

Sea I'p,+3 un invariante topolégico en 2n + 3 dimensiones.

Sean A; y Ag dos 1-formas conexiones de gauge y sean Fy y Fy sus
correspondientes 2-formas curvaturas.

Sean ademds B; y By dos 2-formas conexiones de gauge y sean H; y Hy
sus correspondientes 3-formas curvaturas.
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Teorema de Chern-Weil generalizado

Entonces,

(1) T2p43 es una forma cerrada, es decir dl'2p43 =0
(i)
r§n+3 _ rgn+3 = (F[H) — (F{Ho) = dT (2”+2)(A1, B1; Ao, Bo),
donde
T Cri2( A By Ay By) = /dt<(®Ft”—1 + FOF 2+
o+ FPIO) He + FI ),

serd llamada forma transgresidén generalizada o forma transgresién de
Savvidy.
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Teorema de Chern-Weil generalizado

Prueba

(/) Es directa
(ii) Puesto que

1 d L d JdFe 4
F'Hy) — (F§Ho) = — (F{H;) = — Fi™H
(o) = (Rt = [ ey (Fov) = [ o (St rr i
dFe _,_ a1 dF ,dH
+Ft—th 2Hy+ -+ F! 1dth+Ft dt’-‘>,

y dado que de =D/Oy dHf = D:® + [O, B], tenemos

1
(FIHy) — (F0Hy) :/0 dt (D, (OF/! + FOF 2+
o4 F71O) He + D (F®) + F[ [©, By]) .
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Teorema de Chern-Weil generalizado

Utilizando

(D¢ (OFf '+ FOF/ 4+ -+ F[7'O) H;)
=d((OF ' + FROF 2+ .-+ F/71O) H,)
+ ((OF 7+ ROF >+ -+ F[7'O) [, By])

se encuentra
(Fi'Hy) — (Fg'Ho)
1
= d/ dt ((OF 1+ ROF[ 2 + .- + FI710) H; + F{®)
0

1
+ /0 dt ((OFF L + FOFI 24 -4 FF10) [Fe, Be] + F [, By]) .
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Teorema de Chern-Weil generalizado

Usando la ciclicidad de la traza se encuentra
1
(FTH) — (FOHy) = d/o dt ((OF! ™' + ROF! ™ + - + FI710) H,
+FD) .

De donde vemos que podemos definir la (2n + 2)-forma transgresion
generalizada como

1
T @02 (A}, Bi; Ao, By) = /dt{(@Fﬁ’l—i—Ft@Ft’”z—i—
0

o 4 FIO) He + F1 D) .
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Teorema de Chern-Weil generalizado

Si consideramos que Ap = 0, By =0, A; = A, By = B tenemos que
At =tA By =tByque ® = A, & = B, de modo que
1
(F'H) = d/ dt ((AFP™Y + FAFP 2 + -+ FPLA) H,
0
+F/B),

lo que conduce a definir la (2n + 2)-forma

1
C21+2 (A B) = /Odt<(AFt’”1+FtAFt’”2—|—

hss

-+ F/7YA) He + FB),

que coincide con la (2n 4+ 2)-forma Chern-Simons, encontrada por Savvidy
y que hemos llamado forma de Chern-Simons-Saviddy.
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Algebras diferenciales libres y formas compuestas

o Algebras de Lie — Estudio de las teoria de gauge.
@ Supergravedad en D > 5, Supercuerdas «— Campos tensoriales

@ Pregunta: jEs posible extender el concepto de dlgebra de Lie de
manera que pueda acomodar formas de grado mayor que uno?

@ Respuesta: Algebra diferencial libre.
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Ecuaciéon de Maurer-Cartan

o {w'}, i=1,2,--,dim G* : base de 1-formas
o dw': 2-forma — expansion en la base de 2-formas {w' A w’}
W A wk

dwi - _5 j’k

Cj’k : constantes de estructura.
e {T;},i=1,2,---,dimG : base de vectores,

dual de la ecuacién

. . f— k
[T,, TJ] CU Tk de Maurer-Cartan.

@ d? =0 — Identidad de Jacobi

i 1 i j k i j
dde’ = —2Cid (W A w*) = € C, T =0
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Algebras diferenciales libres (FDA)

o FDA — Generalizacién del concepto de algebra de Lie.
° {@A(P)} : Base de formas exteriores

e dO®A(P) — Expansion en la base {@A(p)} —— Ecuacién de

Maurer-Cartan-generalizada:

N
d@AP) 2

:\l—‘

@BI(PI) A . /\@Bn(Pn) =0
Bn Pn) !

A(p) )
CBy(p1)...Balpn):

N = pmax + 1, pmax: Grado maximo en el conjunto {@A(p)} )

Constantes de estructuras generalizadas.

(Universidad de Concepcion) Cosmo Conce 2015 26/03/2015 25 / 45



Algebras diferenciales libres (FDA)

a2 =0 Identidad de
N Jacobi generalizada
1
20A(p) _ A(p) Bi(p1) D1(q1)
d*@" = Z CB1 (p1). )CDl(ql)--Dm(qm)® R
--/\G)D ( m) A @BP) A A @B () = 0 (10)

Algebra de Lie ordinaria puede ser reobtenida cuando todas las formas ®
tienen el grado p = 1.
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Formalimo de D’Auria-Fre

Preguntas

(1) iEs un algebra diferencial libre reducible a un grupo ordinario?

(i) iExiste una base T(M) compuesta de vectores tangentes
[T:, Tj] = C,-J-ka, tales que el valor que toma @A(P) a3l actuar sobre p
vectores tangentes T, sea una constante?

QM) (T, -, T,) = ;K;gg?..ap.
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Formalimo de D’Auria-Fre

Si
@AP) (Talr . Tap) _ ;KA(p)

ajaz---ap:

entonces 1
AP = EKig’;?..apwal AW A - ANw,

A
donde los Kalg’;?..ap son constantes,
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Formalimo de D’Auria-Fre

donde las formas w? satisfacen
a 1 a, .b c
dw —l—ECwa Nw® = 0.

(p)

A : - ..
Las constantes Kala’;...ap y C,. ? deben satisfacer las siguientes condiciones

@ Las identidades de Jacobi para C,_ ?
1
ddw? = —ECbcaCfg b Awé Aw =0, (11)

@ La equivalencia con las ecuaciones de Maurer Cartan generalizadas

1
deAP) = —K;}(‘-f;?..apd (W™ AW A« Aw)
p
Alp) _ _1 A(p) a1, b c a A L. ap
dO = 2K3132...apCbC w” A w A w? A A w?.
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Formalimo de D’Auria-Fre

Dado que @A(P) satisface

N
1 A
d@A(P) — Zl ;C (p)Bl(pl)mB ®B1(P1) A /\@Bn(Pn)v (]_2)

n(Pn)
tenemos

1

@Bl(pl) — 7KBl(p1) 1 wbll /\a)bZ1 A /\wbml,
p1 blbyl--by, 1
1

@B:(p2) — = Ba(p2) - WPt AW A /\wbp22,
P b2b2:b,?

1 n n n
@Bn(Pn) = —p KB”(p") bbb S0P AN WP A A b
n Pn
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Formalimo de D’Auria-Fre

Cualquier solucion de estas ecuaciones algebraicas en los
coeficientes C, ° y K;}(a’;?.,ap conduce a interpretar la FDA como un
grupo y reduce una teoria sobre una variedad FDA a una teoria
sobre la variedad de un grupo ordinario.
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Formas de Chern-Simons-Savvidy para el algebra de

Maxwell

Accién de Chern-Simons-Sawvidy en D = 4 :

Schss (A, B) = /M4(FB>.

Los generadores del dlgebra de Maxwell satisfacen las siguientes relaciones
de conmutacidn,

[PQIPb

=
[ abs ] - 7llbc Wach'
[ abs J d] - 7llbc ad +173de5 Wac‘jbd - 77dean
[ ab» ZCd] 7/]bc ad T WadeC ﬂaczbd - UbdZaC' (13)
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Formas de Chern-Simons-Savvidy para el algebra de

Maxwell

Expandiendo Ay B en el dlgebra B4 tenemos:

e Para A: 1 1 1
A=ePy+ ~w + Kk Z,, (14)

/ 2 2

1 1 1
F=-T"4_-R®),+2F%Z,, (15)

/ 2 2

donde,

T? = de® + w? e’

R = dw®® + wiw®®, (16)
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Formas de Chern-Simons-Savvidy para el algebra de

Maxwell

Si anulamos las curvaturas T2 = R?® = F2b = ( se encuentran las
ecuaciones de Maurer-Cartan para el dlgebra de Maxwell

de? + w?.e® =0, (17)

dw® + w w® =0, (18)
1

D kb + l—2eaeb =0. (19)
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Formas de Chern-Simons-Savvidy para el algebra de

Maxwell

@ Para B tenemos
1 1
B = B°P, + 5BabJab + E/531723,,,

donde B2, B2, ﬁab se deben determinar. La curvatura
H = DB = dB + [A, B] es dada por

1 1
H=HP, + EHabJab + 5:abzab,
donde,

1
H? = DB — ; Bje®,
Hab — DwBab

1
Eab — Dw‘Bab+kaCBcb+lichb+ 7[eaBb —ebBa].
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Formas de Chern-Simons-Savvidy para el algebra de

Maxwell

Si H? = H3b = B3b — (), se tiene

DwBa _ %Babeb = O, (21)
DB =0, (22)
1
Dup® + K BY + K¢ BY + j[e'BY —"B7 =0.  (23)
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Formas de Chern-Simons-Savvidy para el algebra de

Maxwell

e El conjunto de ecuaciones (17),(18),(19), (21),(22),(23) representan
un 3lgebra diferencial libre para los campos
{ea,wab' kab, B2, Bab,'Bab}_

@ Para expresar las 2-formas B?, Bab,ﬁ como combinaciones de las
1-forma e?, w?®, k3b seguimos las Refs. R. D’Auria and P. Fre, Nucl.
Phys. B 201 (1982) 101, y |. Bandos, J. de Azcarraga, M. Picon, O.
Varela, Ann. Phys. 317 (2005) 238, y encontramos

ab

B? = gllw el + Ek" (24)

Babzzbllzab_,_@ akcb+b3kakcb+%wwb (25)

lBab _ 2C/12 o2 b+ w kcb+5kackcb+54wacwcb_ (26)
donde ay, as, by, ..., by, c1,...cs son constantes arbitrarias.
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Formas de Chern-Simons-Savvidy para el algebra de

Maxwell

Introduciendo (24) y (25) en (21) y (22) encontramos
81:b4, 32:—b1, b2:b3:0.
Insertando este resultado en (24), (25) y (26) se encuentra,

Cy = 231, 3 = 232.

De manera que los campos que satisfacen la FDA vienen dados por,

B? = %w"be + —ka

2/
a a
Bab — flwacwcb . ﬁeaeb,

5ab: a e? b+ w ka—l—ﬂwbckac—l-%kacka—i-%

2/2 2
+ é‘w W cb.
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Formas de Chern-Simons-Savvidy para el algebra de

Maxwell

Solucién mas general que
— se puede construir a partir
de los campos {e?,w?® k?b}

Ecuaciones
(29),(30),(31)

Cualquier eleccién de las

Una solucién para la FDA
constantes

Sic = a1+ con vy Una solucién dada por
constante podemos elegir — B — ﬂ[A Al
=5 [A

a=ag=7=0
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Gravedad Chern-Simons en D=4

Usando los tensores invariantes encontrados en Ref. P. Salgado, S.
Salgado, Phys. Lett B 728 (2014) 5.

(JabJed) = 0l*€abed, (32)
<J2bZCd> = “2I2€abcd: (33)

con &g y &p constantes arbitrarias, se encuentra que la 4-forma
Chern-Simons-Savvidy es dada por

1 1 1
Cgss = Z(Xo/2€abcdRabBCd -+ ZDC2/2€abcdRab‘BCd -+ ZDC2/2€abcdkabDwBCd

1 1 1
+ ézxg/zeabch"’bDwde + ﬁzxgeabch"’beced — §d<wB> (34)
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Gravedad Chern-Simons en D=4

Utilizando (29),(30),(31) y (34), encontramos que el lagrangeano
Chern-Simons-Savvidy para el dlgebra de Maxwell toma la forma

1 1
Ct.== —askg + Ko Cy €abcdRabeCed + —(wpa1 + quo /2€adeRawa w®
hss 8 8 e
a ai
+ Z“2I2€abcd'[\)abkceked + §“2I2€adeRawaeked
ai an
+ §/2a2€abcdRabwdekce — gwgeabcdkabDw(eced)
ai a
+ §/2a2€abcdk3bDw(aJcew6d) — T6“2€abcdeaebDwde
boced _ 92 A2 ab.c.d
+—loc2c—:bdw we —€zpcd€ € €€
16 e 24 2 72¢
+ A € aped@® wbefed — d Clity — arig )€spegw®’ee?
24 2€abcd 162 200 )€abcd
1
ab d b d
+ 2(310(0+C4a2)/ €apcd W we we —|— / ageabcd( a kceke

_|_wabkdekce) +EI a2€abcd(wabweked+wab dkce))
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Gravedad Chern-Simons en D=4

De aqui podemos ver que si se cumple axc; # apap, entonces el
lagrangeano Chern-Simons-Savvidy para el dlgebra de Maxwell contiene el
término de Einstein-Hilbert.

@ Si a; = ap = 0 se encuentra

C
’Bab 2l12ab+ wwb

y el lagrangeano Chern-Simons-Savvidy para el dlgebra de Maxwell
toma siguiente forma
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Gravedad Chern-Simons en D=4

4 ed
Chss -

1 1
gaz C1€abcd Rbeced + §C4062/2€abcdRabwcew

1
— fd (clfxgeabcdwabeced + ocQIQeadew bwe wed>

2

donde podemos ver que en el limite /| — 0 se obtiene el lagrangeano de
Einstein-Hilbert modulo un término de borde:

51
Cho = GroeamaR?e e’ — Smd(espegw™ee’).  (39)
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Gravedad Chern-Simons en D=4

@ Si a; = ¢¢ = ¢4 = 0 entonces,

B = ke (36)
B = —%eaeb, (37)
‘Bab — %kackcb + %kbckacy (38)

y el lagrangeano de Chern-Simons-Savvidy para el dlgebra de Maxwell

toma ahora la forma
4 a2 ab _c .d a 2 abyc ed
Chss = _glxoeabcdR ee + I“Q’ €abcd R kek

a b d a2 b d
— Eageabcdk"” Dw(ece )— EIXQEQdeeae Dwkc

ay o 1
gz B2 a b_c d—fd (_a2a0€abcdwabeced
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Gravedad Chern-Simons en D=4

De aqui vemos que si k?” = 0 se obtiene el lagrangeano de
Einstein-Hilbert con constante cosmoldégica:

4 a2 bc.d __ 92&2 bc.d
Chss = _gaoeabcd'l'?a e‘e _ﬂﬁeabcdeae e‘e
1
+Zd (agzxoeabcdwabeced) .
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