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Expandiendo la métrica de Killing-Cartan de
un algebra de Lie, se obtuvo otras algebras
de Lie. El procedimiento de la S-expansion
afecta a la geometria de un grupo de Lie,
cambiando las magnitudes de los vectores y
los angulos entre ellos. Mediante ejemplos,
se muestra que un algebra de Lie obtenida
por S-expansion no es un algebra simple
(SO(4) a partir de SO(3)).
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~ En fisica son de gran importancia:

* Los principios de Invariancia y las leyes
de conservacion (las simetrias).

* La construccion de acciones invariantes

pajo ciertas algebras de Lie (grupo de

_ie).

 La construccion de nuevas algebras de

_le a partir de otras algebras de Lie.

ES8 Is perhaps the most beautiful structure in all

of mathematics, but it's very complex.
“ Hermann Nicolai ”.




hepbeautly of E&. Raices simplesde ES

(orden=248 generadores)

SU(3)x SU(2)xU (1) = SU(5) = SO(10) < E,
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Tres de las cuatro fuerzas fundamentales se han
podido unificar en un modelo tedrico, denominado
modelo estandar de las interacciones fundamentales
de la naturaleza.

Su estructura matematica esta basado en el producto
directo de tres grupos de Lie, y es una teoria de gauge
con rompimiento espontaneo de simetria.

Rompimienb
de

SU(3). xSU(2), xU(1), —=—— U(1),

donde SU(3), SU(2) y U(1) son grupos de Lie.
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El método de S-expansion

ntroduccion: El método de S-expansion
oermite obtener nuevas algebras de Lie a
partir de otra conocida. En el presente trabajo
se estudia el método de S-expansion desde
un punto de vista geomeétrico, para poder
aplicarlo a las teorias fisicas actuales, p.e.,
super algebras de Lie, supergravedad, etc.

Aumenta la dimensionalidad del algebra.
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El método de S-expansion

Sea S = {/Ia }SZO un semigrupo abeliano finito equipado con una ley de

composicion asociativa y conmutativa gy § _y G

(A A5) > 2,4, = K2 2 1)

af’"y

Seael par (G ; [; ], un algebra de Lie donde G es un espacio vectorial de
dimension finita con base,
dimG
T

sobre el campo K, y [; ], es una regla de composicion G x G—G,

(TA  Tg ) = [TA g ] 7 CACBTC (2)
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—FElmétodo de S-expansiéon

El método de S-expansion es definido como el producto cartesiano B=Sx G

E o ¢ I G

equipado con una ley de composicion [ ; |: B x B—B definida por

[T(A,a) , T(B,,B)_ i ﬂ‘aﬂ'ﬂ [TA , TB ] o KéﬂCEBﬂ’yTC

T lenb o ey @

c c
donde C((A,Z))(B, 5) =K. 3Cag sonlas constantes de estructuras

que satisfacen la condicion de Jacobi.

La ecuacion anterior define el corchete de Lie del dlgebra de Lie S-expandida,

donde {T( ) }
Ao

es un base de B.
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besde las algebras de Lie S-expandidas podemos obtener:

1. Las subalgebras resonantes y reducidas, cuando se exige una cierta
estructura al dlgebra original G =V, ®V,.

2. El dlgebra M a partir de la S-expansién del dlgebra Osp(32/1) usando el
semigrupo particular S = {/10 i /12} [1].

3. Usando otro semigrupo S = {4y, 44, 4,, A3 | se puede obtener el
algebra al “estilo” de D "Auria-Fre partiendo desde el dlgebra Osp(32/1).

4. Recently in [2], the S -expansion method was generalized to
obtain higher-order expanded Lie algebras.

[1] F. Izaurieta, E. Rodriguez, P. Salgado, Expanding Lie (Super)Algebras through Abelian Semigroups. Jour. Math. Phys. 47 (2006) 123512.

arXiv:
hep-th/0606215.

[2] R. Caroca, N. Merino, P. Salgado, "S-expansion of higher-order Lie alge-bras", ]. Math. Phys. 50 (2009) 013503.

[6] F. Izaurieta, A. Pérez, E. Rodriguez and P. Salgado, " Dual Formulation of the Lie Algebra S-expansion Procedure”, J. Math. Phys.

50 (2009) 073511.
[arXiV: 0903.4712v1 [hep-th]] :

[7] R. Caroca, N. Merino, P. Salgado, Generating higher-order Lie algebras by expanding Maurer.Cartan forms, J. Math. Phys. 50
(2009) 123527.
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laterpetacion geometrica de la'S-

expansion. Marco teorico.

Producto interno de un algebra de Lie: El producto de
Killing-Cartan entre generadores (o combinaciones
lineales) da como resultado una forma cuadratica y
bilineal que describe la geometria intrinseca.

El producto interno de Killing-Cartan o forma de

Killing-Cartan.

(Xi ) Xj): tr(R(Xi )R(Xj )): rZs:R(Xi )rsR(Xj )Sr (5)
(X, X,)= 2 CuCiu =,

los elementos matriciales de X i son definidos por

(Xi )a,B - Cia,B
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El producto interno de Killing-Cartan es invariante bajo

la accion de un grupo de automorfismos.

Uso del caracter en la obtencion de algebras de Lie S-
expandidas.

e El "caracter X del algebra“, caracteriza en forma
exclusiva a las distintas formas reales, inequivalentes
y no isomorfas, asociadas a los grupos de Lie.

Geométricamente, el caracter "mide el grado de
compacidad” de la variedad del grupo, dentro de un
espectro acotado de valores enteros.
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[ nimero  de) ( ndmero  de)
Caracter y =| generadores no |—| generadores . (6)
| compactos )\ compactos /

Cuando la meétrica de K-C esta ortonormalizada el
caracter coincide con la traza.

Otra caracteristica esencial de un grupo de Lie, es
el Rango.



La forma de Killing-Cartan:

Bajo el producto de Killing-Cartan, un dlgebra de Lie tiene la
descomposicion,

G=v,ev.ev. (11

donde V, :representa a una subdlgebra invariante
nilpotente, p.e., dlgebra de Galileo, dlgebra de
euclides, (el conjunto coseto de las traslaciones)..

V. :subespacio de operadores no compactos.

+
\  :subdlgebra compacta.

Cardcter X del dlgebra original (de partida):

y=dimV )—dimv. )  (12)
Si dim(V,)=dim(V )= y=0.
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Se-obtuvo el producto de K-C de B=5x G

(X, X) =V BIKS KY (X,,X,) @3)

Podemos hacer uso del teorema espectral para diagonalizar
la métrica.
(X, X), =V BoKe KT (X,,X,)

diag. )V (a a)\/ (B b)K Ky (X ) (14)

pero (X,,X,)=0 para azb

(X, X), —2 vy leay B s K1 (X,,X,) (@5)
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La métrica expandida que resulta es diagonal en bloques, pero es

diagonalizable, que en forma matricial se expresa

(.M. 0 0
T g VA9 (16)
L 6 0 5 M

donde V'*” es un vector fila 1x(P-N)  que representa a las
coordenadas en el espacio B=Sx G.

El v (82 es un vector columna (P-N)x1. VY
P
My = Z chv Ko
y.0

es una matriz cuadrada P xP que llamaremos “matriz M, ” donde
P es el orden del semigrupo.

A cada valor propio A, se le adosa una matriz M



_,,./

(X , X )s -

_

Al diagonalizar la matriz

(X, X)s o

/7\.1 M

0

O




La S-expansion produce efectos
sobre la signatura de la métrica: |
sig(g)=|+ +
Al diagonalizar la matriz
-|—7u17_m1
‘|‘)L1>_MP
ik
d(X’X)S = I
_>\I+1}_\1
0 :
_7\’I+1>_”P




d (gAB )r =

by (M)

(1P)(-P)

(20)

Diagonalizacion avalada en la Ley de Inercia de

Silvester.



d(gAB)A = | '9‘(|+i)d(M K) (21)

% }‘(I+m)d (M K ) (mP(m-P)

Considerando que existen Q valores propios negativos de los P valores
propios en la matriz M

PxP



NT =(P-Q)-1, N" =0, N" =1.Q, N", =0 (23)
NA—O N* =m-Q, N% =0, N* =m-(P-Q) (24)

ran(V,). = NI, + N, + N + N2 (25)

ran(V_). =N" +N! +N* +N* (26)

Denotando por H a la cantidad de autovalores nulos en la matriz M K
obtenemos finalmente que, el caracter del algebra S-expandida:

=(P-H-2Q) (27)

No pueden ser los casos:
() > F)yxs H<P

Si y#0—>%.=0, ,H<P



Se establece el sistema de ecuaciones

Ran(VO )S — ran(VO )P + (ranV, —ranV_)Q (30c)

Ran(V, ), =ran(V, \P—~H-Q)+ran(V_)Q (30a)

Ran(V_ )S — ran(V )(P —H- Q) +ran(V,.)Q (30b)
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Con ayuda de un programa iterativo, se encontro algunas de
las posibles S-expansiones, usando un sistema de ecuaciones
gue involucra los rangos vy las dimensionalidades, para ciertos

valores de los parametros P, Hy Q.

Por S-expansion:

desde SO(n) —SO(n+1) (28)



\

so(1) ——so(an—+-1)
so (T ) so (v +— L) = F >
= . = O O
= {57 LS O O
- i o O Oy
- <h 122 O Oy
- 1 Or 15 O Oy
- 122 D= O Oy
= | Ty & O O
= 122 171 ] ]
= | 1= 13 O O
= | 1 & 21 O O
5 1 & 12 O O
L 21D 1S O O
5 =21 =21 O Oy
L= 1 Or - O Oy
o 1 5 i O Oy
& 1 = O O
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Caracteristicas del termino k2K

Pero el selector Kii = {0,1} , luego tenemos

: . 5

donde I, ]€ {1,---, P}. Si fijamos los indices i=j=1

Sy _ Lol 5 1/ 2 5 /P
Kly KlS - K11K15 s K12 KléS Tt KlP K15



//

/

Sy _ Llwpl 2 11 P 1
Kly 15 — K11K11 == K11K12 .t KllKlP

1 2 2 2 P 2
= Km s TR R G

+ KoLK+ KK, +...+ KLK
5 e K B 8 el o e )
come Kk 0 = K 20 y K [

luego K122:K132:---:K1F;:0 y K111:K131:---:K1P1:O



! y tenemos la tabla

¢ L 4
;\'1 }\'2 }\“1
7\'2 }\'1
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Magnitud de los vectores

Una consecuencia de szKZLS = {O,l ..... P}

Afecta la norma de los vectores bases

X = (X0 X, ) = yEr(R(X \/R
X, |=(Co (Co) =\/ \/K5 KLCC

HXCD H = \/szKZLSgAB \/I<8 KY gAB = \/szKZLS

Xl



X oo = VKK X
(\/O "SAA \/6HXAH = B(a,A)a,A)

0 e

\/P Baa \/FHXAH = B(o,A)a,A)

.. =




Y en el caso general

v

v

= \/ Ve s

= L KK

Re escalamiento de las componentes diagonales del tensor
Métrico, mediante el factor

o Y
KocyKOLS
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Separacion angular entre vectores

El procedimiento de S-expansion afecta a los angulos
entre vectores

(X, <. )

= = = e =
tr((R(X4)R(X))

— Jr(R(X)HRX D (R(X0)R(X o))

COSsO,

K? K/

ay PO

\/Kow 0‘5\/KBY S

COSO, = C0so




=

KarKss [01,2,3,..,P] ,
\/KoW aa\/KBy 5 \/[0,1,2,3,...,P]i,i\/[0,1,2,3,...,PJJ.,J.

3

e

J



~Los grupos de Lie semisimples son muy

Importantes en fisica.

Criterio de semisimplicidad de Cartan: Un algebra de Lie
es semisimple, si y solo si, el determinante de la métrica de
Killing-Cartan es distinto de cero.

Un algebra S-expandida sera semisimple, siy solo si:

det(X,X)s =0 (31)



vvvvvv
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e Cartan-Weyil:

Un algebra de Lie semisimple puede ser expresada en la base de Cartan-Weyl. S
denotamos por E,, a los operadores de subida y bajada, donde « define el peso de
cada operador y por H; alos operadores neutros: entonces. usando la convencién
de indices repetidos, un algebra de Lie semisimple puede ser expresada en la base

46 48]
[Ea-.. Eﬁ] — hrnlﬂEn#-ﬂ , G 7‘{ 5 “j
E. E_,|=a'H; (2)
[Hz'-.En: :&iEn (Sj
H;, H;| =0 (4)

donde N,s son constantes. Los generadores neutros {Hz} constituyen una
subdlgebra denominada subalgebra de Cartan, donde2 =12, [, vy representa
al rango del dlgebra de Lie semisimple.



Order Cartan’s  Group Solutions
Notation Diagram
Il + 2) A; sui+1) o—O0—0--0 e —ei(i,j=1,..,14+1)
0y 2 o
I2I1+1) B SO@2l+1) o—o0—O0—-T—» t+eand +e+e(i,j=1,...,0)
[>2 oy 0Ol oty
I2QLI+1) G Sp(21) oo - D +2¢;and +e;+e;(i,j=1,...,1)
[=3 oy s o
21 = 1) D, SO(2h) 0y —1 tete(iji=1,...,1)
[>4 o0—0—0--—
oy o2 -2 &
14 Gz Gz o E,—e_,{l.,jﬁl.,l:i:l#j)
0y o2 izet $ej $£k{i}j;k: 112-31 i“l“"} #kj
52 Fs Fa o—__»—e As for B, plus the 16 solutions
@y o Oy g Hte te,testey)
78 Ee Es oy Ay Oy Og Xs As for As plus solutions
o—0—0—0—0 + \/537 and
é Hte te teste +estes)te/2
ot (an arbitrary choice of 3 “ + " and
3 “ — ™ signs for the terms in parentheses)
133 E- E- oy A3 Oy Oy %As Og As for A, plus the solutions
0—0——?—0-0——0 (e textestestestesterteg)
o (an arbitrary choice of 4 * + ” and
ot 4 *“ — " signs for the terms in parentheses)
248 Eg Eg oy, oy Oy Og As Og O As for Dy plus the solutions

o—o—cf—o—o——o—o

Hte e testestestester +eg)
with an even number of nlhis siens.
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* Siun algebra no es semisimple, entonces el algebra S-expandida
no es semisimple.

« Siun algebra es semisimple, entonces el algebra S-expandida puede
ser semisimple o no.

La preservacion de la semisimplicidad, dependera basicamente, de
la matriz simetrica M, .

Para el caso de un semigrupo de orden dos, S = {A{,A,}, se obtiene la
matriz M,

e Kfa Klo[; Kfa K SB 2 A B (32)

M
. Kga Kloé KSOLK;B B C



s

A=K!K:, B=K

Para que el algebra S-expandida sea semisimple, se debe cumplir
que el detM, = AC-B’ %0 , entonces evaluamos

a2 lwlpyl 2 lwlyy?2 2 211l 11 11
AC o K11K11K21K22 T K11K11K22K21 - K11K11K22K22 o K11K12K21K21
21wl wl 2 21/1 172 1y 2 ly22ypyl 1 ly2pyl 2
T K11K12K22K21 S5 K11K12K22K22 s K12K11K21K21 T K12K11K22K21
ly2w? 2 2widpyl il 2widp?lil 2wiypyl 2
T K12K11K22K22 - K12 K12K21K21 s K12 K12K21K22 . K12 K12K22K21'

BZ =
s K121

3t
+K;,

it
<11

2171
<11K22 t

1 2
<22 o Kll

2 2
<22 T K12

1
<11

1
<22

2
<22

Ppe _ kb
1aK2B_K2(1

Lopr2
<12K21 2s

2 1
<22 " K12

iE 2
<21 T K12

K(X

18

1l
<11K21

i
<21K11

2 2
<12K22 2s

1 1
<21 - K12

242
<22K11

iE 2
<22 T K12

//

/

=

2z oz ard
<11K22K11K21
A Y
<21K12K21

2wl ?2
<22 K12K21'



Determinacion del semigrupo de orden 2, S =1{A,,A,} que
preserva la semisimplicidad en la expansion.

o : : : et g r el
1°. Primer caso: Si K, ,K;K,,K;, #0
Unicidad

K. “L—-3) kK3 R -1 s34 -3 = K -0 K 0
Y tenemos dos casos:
1.1. K122 =~ K221 =1, K112 =0, Kgl =0,
A=2 B=1 C-=1

MK=[i 3 detM, =120.  (34)



M/

2
Semigrupo  SZ = (35)
A

e
N

LM
A

2 2 2

1.2. Alternativamente:
Klll K222 % 1 K121 5 O K;Z K122 K221 e O K112 Kgl T 1

O

2 Al

}\‘ 1 2
L
L

al cambio
Semigrupo S, = A=A 5

2

o j‘l 22 Isomorfo o
A A
. N

e
N

=

S
N

A A
Ay Ay 5oy 2

2 2

Siguiendo el mismo procedimiento anterior, obtenemos los semigrupos
no triviales que preservan la semisimplicidad:



. o i Isomorfo o
, 1 2 al cambio 1 2

A
Semigrupo SZ=X%, A A, (A, —A)  SZ= A A, A, (35)
>\‘2 }\‘2 )\’2 . }\‘2 )\’1 7\'2
T
o A A, o A A
Semigripp. S-= 4 L A GRSk L & S7 (mov) (36)
xz 7\‘2 )”1 )\‘2 7\‘1 7\‘2
= L sl camblo ° 4 4
Selidip. S22 % @B i) s 5 3 3 (37
7\‘2 }\‘1 7\‘1 E 7\‘2 }\‘2 7\‘1

Con el algebra semisimple inicial
cualquiera.
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S-expansion semisimple-del-algebra dﬂie/
SO3).

Al expandir el grupo SO(3) con el semigrupo S,
SZxSO(3)={E,,E_,, H, }x{\., A, }
5¢ xSO(3) = {Eay Eg.ay Eay EcapHeay Huo (38)
Si usamos la particion S0,(3) = {E(l,l)’ = H(l,l)}

Soz (3) o {E(l,Z)’ E(—1,2)’ H(l,Z)}

Ambos SO(3) satisfacen las relaciones de conmutacion de Cartan-Weyl:



SO,(3):

_H (1,1) E(1,1)J = E(1,1)

_H(1,1)’ H(1,1)J =0

SO, (3):
lH (1,2) E(1,2)J: E(1,2)

LH(l,z)’ H(1,2)J: 0

/

LH (1,1) E(—1,1)J = E(—1,1)

LE(l,l) , E(—1,1) J =2H (1,1)
\.H(l,z)’ E(—1,2)J: E(—1,2)

lE(l,Z)’ E(—1,2)J - 2H(1,2)

Ademas, ambos grupos se cierran:

[S0,(3),50,(3)

[S0,(3),50,(3)

=350,(3)
=30,(3)
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Conclusiéon: al expandir el algebra SO(3) con el

semigrupo S; se obtiene una suma directa de dos
algebras SO(3):

S xSO(3) = SO, (3) ® SO, (3) = SO(4) (39)
Cada uno es un ideal y por ende subalgebra.

A1 + A1
Con su correspondiente diagrama de raices:

Con su correspondiente diagrama de Dynkin:

& &



/>
Se puede extenderla ideaparalos-casos de semigrupos de orden mayor
Para un semigrupo de ordentres S = {ﬂi, 4 23}

s .
83:}\‘1 }\‘1 7\‘2 7\’3 (40)
: 7\‘2 }\‘2 7\‘2 7\‘3

7\‘3 }\“3 7\‘3 7\‘3

Producto directo
SIxS0(3)—{A,, A, A ) xiE, E  H,]

..  E B 41
Sf X SO(B) = (111) (1v2) (1’3) ( 111) ( 1’2) : ( )

ErgHay Hezp Has

. J



Al considerar la suma directa

2% SO(3) = SO, (3) ® SO, (3) ® SO, (3)

donde

SO, (3) = {E(l,l)’ E(—1,1)’ H(1,1) }
Soz (3) = {E(l,Z)’ E(—1,2)’ H(1,2) }
SO, (3) = {E(1,3)’ E(—1,3)1 H(1,3) }

Se cumplen relaciones de conmutacion de Cartan-Weyl en cada
subgrupo por separado (doce en total), y cada grupo se cierra.

Cada subespacio vectorial lineal es un ideal y por ende una
subalgebra.



/>
Matriz~ M

( Kfa Klo[; Kfa KSB Kfa KI;XB | /3 2 1\
M, =| KEKg KEKS KEKZ [=|2 2 1

B o B o B o
\K:aaKlB KsaKzs KSaKSB) \1 1 1/

detM . =1+ 0y
5. xSO(3) = SO, (3) @ SO, (3) @ SO, (3) = SO(4) @ SO(3) (42)

Con su correspondiente diagrama de Dynkin:

0 0 0

La generalizacion es inmediata.



Al-expandir el grupo SO(3) con el semigrupo Sg

S:xSO(B) =V, @V,
V, = {E(l,l)’ E(—l,l)’ H(1,1)}
V, = {E(l,z)’ E 12 H(l,Z)}

donde VO es una subalgebra y Vl es un coseto simetrico

;VO’VO]: Vo
:V11V1]:Vo
_VO’Vl]:Vl



//
También se puede pasar del grupo SL(2,R) al SO(2,2)
utilizando el semigrupo Z, .

SL(Z’R)’ :Xa ? Xb: = 2><b % }\‘1 )\‘2
X x| 9ox 7% )\ i -S-=¥
X.. X |=2X, Ay Mo A,

SO(2,2) =Z,xSL(2,R)
iConformall

SO(2,2):
lMpk’ Muv J — _i(npkMpv = nppMkv i nkapp = nvavk)

M|, € {M12’ M3, Myy, Mg, My, M34}
n=(-1-111)
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Posibles aplicaciones.

Obtener las (super)dlgebras mediante la S-expansion
geomeétrica. Aplicacion del método para la obtencion
de lagrangeanos en supergravedad.

Relacion entre los diagramas de Dynkin y la S-
expansion geomeétrica.

Implementar el método para el caso de las F.D.A.

Para el caso no semsimple también se
encuentran reglas de seleccion.



FIN.

i GRACIAS !



e

Consideremos un algebra de Lie semisimple

y compleja:

G.->CH ®>E, ()

a0

tal que C es un coeficiente complejo. Aqui se tiene una descomposicion
tipo
G =H®E (9)

donde H es una subalgebra compacta maximal. La descomposicion de
Cartan bdsicamente divide el algebra en dos subespacios, uno con una
métrica de K-C definida negativa y la otra definida positiva (ambas
estrictamente definidas), ademds H y E son mutuamente ortogonales
con respecto a este producto interno.

(H,E)=0 (10)



